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^ ' libre. 
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Introduction 

Soit G un groupe de Coxeter et V sa représentation standard. Soit Ai = S{V) l'algèbre 
symétrique de y ; le groupe G agit par automorphismes d'algèbre sur Ai et les résultats suivants 
sont bien connus (OElCj) : 
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2. Le A^-module Ai est libre, de rang fini égal au cardinal de G. 

Soit k un entier supérieur ou égal à 2. On considère maintenant la représentation V®^ de G 
et son algèbre symétrique Af^. = S{V®'^) = Af^, sur laquelle agit G. Pour k = 2, cette situation 
a été étudiée dans le cas du groupe symétrique dans [5] ; en remarquant que V et V* sont des 
représentations isomorphes, cette situation est étudiée dans ^ pour les groupes de Coxeter et 
dans p] pour les groupes de Weyl de rang 2. 

Cette algèbre yl^ contient deux sous-algèbres particulières. La première est la sous-algèbre 
A^ des éléments G invariants, la seconde est la sous-algèbre des éléments A^^ "' invariants, 
c'est-à-dire (Af)^'^. De plus, (Af)®^ Ç Af Ç A^. D'après les premiers résultats évoqués dans 
cette introduction, A^ est un (ylj^)'^'^-module libre de rang fini, égal à IG]'^. La question est de 
savoir si Af est un module libre sur (Af)'^^ et le cas échéant de calculer son rang. On peut 
également se demander si A^ est un module libre sur A'^. Nous démontrons dans ce texte les 
résultats suivants : 

1. Si G est un groupe de Coxeter d'une des séries infinies An, Bn, Dn, hi^^) ou plus géné- 
ralement un groupe de réflexions complexes de la série infinie G{de,e,n), alors Af est un 
(^f )^''-module libre, de rang 

2. Avec les mêmes hypothèses sur G, A^ n'est pas un A^-module libre. 

Nous donnons également un exemple de groupe pour lequel A^ n'est pas un (A^)'^'^-module 
libre. Ce groupe est le groupe diédral hiQ) = G2, mais la représentation choisie, de dimension 
2, n'est pas la représentation standard. 

La preuve de ces résultats utilise une variante N'^-graduée de la formule de Molien, exposée 
dans la première section. Les différents groupes considérés dans ce texte sont tous des sous- 
groupes de produits en couronne de certains groupes cycliques, comme il est expliqué dans la 
deuxième section. La section suivante détaille le calcul des séries de Poincaré-Hilbert des algèbres 
d'invariants et la dernière section explicite les différents exemples de cet article. 

Notations. 

1. Le corps de base est C. 

2. Soit A un anneau. Pour tout q dans cet anneau, pour tout i S N*, on pose [i]q = 1+. . .+q^~^ . 

1 Formule de Molien N^-graduée 

Soit G un groupe fini, agissant de manière homogène sur un espace vectoriel N^-gradué A. Les 
composantes homogènes de A seront notées A{ii, . . . ,1^). La série formelle de Poincaré-Hilbert 
de A est : 

R{hi, . . . ,hk) = ^ dimciA{ii,...,ik))h\\..h]^. 

il,...,ik 

G agit sur A de manière homogène, donc le sous-espace A'^ des invariants sous l'action de G 
est un sous-espace gradué. On note R^k{hi, . . . , hk) sa série formelle de Poincaré-Hilbert. 

Définition 1 Soit a G G et {ii,...,ik) G N''. On pose Xh,...,iki'^) = ■ On 

pose également : 

Xk{(T) = Yl ^n,-,iki^)hi ■ ■ ■ ■ 
On a la variante suivante de la formule de Molien (voir [3) : 

Proposition 2 La série formelle de l'espace A^ des invariants de A sous l'action de G est : 

R^{hi,...,hk) = 

' ' o-eG 
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dimc{A{ii, ik)) = tt7| X] 



ce qui est classique. □ 



Exemple. Soit V une représentation de G de dimension finie et soit /c € N*. Alors G agit par 
automorphismes d'algèbre sur Ak = S{V)'^^ = S{V®^). Cette algèbre est N'^-graduée en mettant 
les éléments de la i-ème copie de V homogènes de degré (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où le coefficient 1 
est situé en i-ème position. La série formelle de Poincaré-Hilbert de Ak est alors : 

Rk{hi,. . . ,hk) = ^ dimc{Ak{ii,. . . ,ik))h\^ . . .h'f^ 



2 cadre et énoncé du théorème principal 

Soient > 2 et n G N*. Soit H un sous-groupe de (Z/A^Z)" stable sous l'action de 5^ par 
permutation des coordonnées. On obtient alors un produit semi-direct G = H yi 5„, sous-groupe 
du produit en couronne (Z/A^Z)" x Sn- Soit V = Fect(j;i, . . . et soit Ç une racine A^-ième 
primitive de l'unité. Le groupe G agit sur V de la manière suivante : pour tout (/ci, . . . , € H , 
tout a Çz Sn, 

{kl, . . . , kn)-Xj = ^ ''^j, (J.Xj = X„(^jy 

Le but de la section [3] du présent texte est de démontrer le résultat suivant : 



Proposition 3 Sous les hypothèses exposées précédemment, 

lim R^{hi,...,hk) ^ \Q\k-i 

iîf (/il) . . . R'{{hk) 

Par la suite, nous noterons : 

R'i{hi,...,hk) 



Qk{hi, . . . , hk) 



Rfihi)...Rfihky 
La proposition [3] a le corollaire suivant : 

Théorème 4 Supposons que {G,V) soit un groupe de Coxeter d'une des séries infinies An, 
Bn, Dn ou l2{N), OU plus généralement un groupe de réflexions complexes de la série infinie 
G{de,e,n). Notons Ak = S{V)'^^ = S{V®^). 

1. Pour tout k G N*, A'^ est un {A^)®'' -module libre de rang \G\^^^ . De plus, Qk{hi, ■■■ , hk) 
est un polynôme. 

2. Si k > 2, Ak n'est pas un module libre sur A^ . 

Preuve. Lorsque {G, V) est un groupe de réflexions complexes, on sait que A^ est un anneau 
de polynômes et que Ai est un Aj^-module libre de rang fini (voir par exemple [21 [6|). Par suite, 
Ak = Af^ est un (Af )®'=-module libre de type fini. Soit alors (Pi, ...,Pm) une (^f )®^-base de 
Ak- 

Première étape. On note M. l'idéal d'augmentation de {A^)®^ . Montrons que À4Ak n A'j^ = 
AiA^ . L'inclusion 13 est immédiate. Soit x G MAkCiA'^ . Cet élément peut s'écrire x = mjaj, 
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' ' sec / 



par suite, on a une injection de C-espaces vectoriels : 



MA^ MAk 

Une C-base de est (Pi + MA^, . . . + AdAjç.), donc j^^^ et par suite j^ju sont de 

dimension finie. Soit {Qi + AiA^, . . . , + Al^^) une C-base de j^^- Notons que n < m et 
qu'on peut choisir les Qi homogènes. 



Deuxième étape. Montrons que les Qi engendrent Af . Posons B =(^0)®*: {Qi, ■ ■ ■ ,Qn) et 
A = A'^/B. Tout d'abord, MA = A. En effet, si x e , alors il existe Ai, . . . , An G C, tels que 
X + MA"^ = AiQi + . . . + XnQn + MA'^. On peut donc écrire : 



X 



AiQi + . . . + XnQn + y^^rn^gj. 



où Qj G A^ , rrij G pour tout j. En conséquence : 

X + B = + ^mj{aj + B) e MA. 
j 



Par conséquence, pour tout A; G N*, ^4 = M^A. 

Supposons A non nul. Il s'agit d'un (^j^j^'^-module gradué ; choisissons x € A, non nul, 
homogène et notons k son degré. Alors x G M^'^^A, donc peut s'écrire : 

E(i) (fc+i) 
rrij ... .aj, 

où les rrij sont dans M. Alors, pour tout j, 



(1) C^+i) 
nij . . . ml. Mj G 



donc X ne peut être de degré k : on aboutit à une contradiction, donc A = (0) et donc Qi, . . . , Qn 
engendrent A^ . 
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(Af)^^, tels que xiQi + . . . + XnQn = 0. Dans j^j^, posons, pour tout j, 

m 

Qj + MAk = XijiPi + MAk). 

i=l 

La famille {Qj + A4j4fc)i<^,<„ étant libre, la matrice {Xij)i<i<m £ ■Mm,n{'C) est de rang maximal 
n. D'autre part, dans ^fc, posons : 

m 

Qj = yi,jPi) 

i=l 

OÙ Hij G {A'^)®^ pour tous i et j. Par unicité des A^j, yij = Ajj + AiAk pour tous z et j. En 
conséquence, la matrice {yij)i<i<m 

est de rang maximal n sur le corps K = Frac {{Af)®'') . 

l<j<n 

Comme n < m, son noyau est donc nul. D'autre part. 

Les Pi étant (Af)® '^-linéairement indépendants, on obtient pour tout i : 

j 

D'après ce qui précède, on a donc xi = . . . = x„ = 0. 

Quatrième étape. Donc Af est un {Af)®'' -module libre, de rang fini n. Notons Qk{hi, . . . , h^) 
la série génératrice de Poincaré-Hilbert des degrés des Qi ; il s'agit d'un polynôme, les Qi étant 
en nombre fini. De plus, la série de Poincaré-Hilbert de A^ est : 

. . . , /ifc) = . . . , /ife)iîf (/il) . . . R'j:{hk). 

Donc Qk{hi, . . . , hk) = Qk{hi, . . . , hk). Enfin, le rang n vaut Qki^, . . . , 1), ce qui d'après la pro- 
position E] vaut IGI'^"^ 

Dernière étape. Supposons que Ak soit un A^-module libre. Il existe alors un polynôme 
Tk{hi, . . . ,hk) tel que Rk{hi, . . . ,hk) = Tk{hi, . . . ,hk)Rk{hi, . . . ,hk). par suite : 

Rk{hi, ...,hk)= Tk{hi, hk)Qk{hi, hk)Rfihi) . . . Rf{hk). 

Soient di, . . . , d„ les degrés du groupe de Coxeter G (voir [21 BJ). On obtient : 

1 Tfc(/ii, . . . , hk)Qk{hi, ■ ■ . , hk) 

(1 - /il)" ... (1 - /ifc)" ~ ^i-hf')...{l- hi") ... (1 - /ifi) ... (1 - hf") ' 

En conséquence, Tk{hi, hk)Qk{hi, ■■■,hk) = [di]hi ■ ■ ■ [dn]hi ■ ■ ■ [di]h^: ■ ■ ■ Kl/i*- En considé- 
rant la décomposition en polynômes irréductibles de Qk{hi, . . . , hk), on montre que l'on peut 
écrire Qk{hi, ■ ■ ■ ,hk) = Q'^^\hi) . . . Q^^\hk) , où les Q^*^ sont des polynômes à une variable. 
De plus, pour des raisons de symétrie entre les différentes copies de V , on peut se ramener à 
Q^k\^) = ■■■ = Q^k\h) = Qk{h). Comme (5^(0, . . . , 0) = 1, on peut supposer que Qk{^) = 1- 

Comme le rang de A'^ en tant que {A^)®^ -module est strictement plus grand que 1, le 
polynôme Qk{hi, . . . , hk) n'est pas constant. Soit A/i"^ • • • ^fe* ™ monôme non constant de ce 
polynôme, choisi de degré total minimal. A ce monôme correspond A éléments de la famille des 
générateurs (Qi,... ,Qn)- Si un seul des ai est non nul, alors ces générateurs sont dans l'une 
des copies de S{V) et G-invariants, donc dans (^4^)®'^, ce qui est impossible. Quitte à changer 
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nécessairement de la forme Qkih) = 1 + jih"'^ + . . ., où /i est un scalaire non nul. En dévelop- 
pant Qkihi, . . . ,hk), ce dernier polynôme contient le monôme non nul fJÂ"^ , ce qui contredit la 
minimalité du degré de A/i"^ . . . h'^'' . Donc Af. n'est pas libre sur A*^ . □ 

Remarques. 

1. Les trois premières étapes de cette preuve montrent que, si G est un groupe de Coxeter, 
A^ est un (Af )'^*^-module libre de rang fini, de rang inférieur à 

2. La dernière étape montre que, si G est un groupe de Coxeter, tel que A^ soit un (Af)®^- 
module libre de rang > 2, alors A^ n'est pas un yl^-module libre. 



3 Série de Poincaré-Hilbert des invariants 

3.1 Orthogonal d'un sous-groupe de (Z/NZ)'^ 

Définition 5 Soit K un sous-groupe de (Z/ATZ)". On pose : 

= {(kl, . . .kn) & (Z/iVZ)" / V(Zi, ...In) G H, kih + ... + kX = Ô}. 

Il s'agit d'un sous-groupe de (Z/A^Z)". De plus, si H est stable sous l'action de Sn par permu- 
tation des coordonnées, il en est de même pour H^. 

Fixons k eN*. Alors F®*^ a pour base {xij)i<i<k et l'action de G sur F®'^ est donnée par : 

l<j <n 

{kl, ■ ■ ■ , kji).Xij = ^ ■' Xij, (j.Xij = Xj^u(j). 

Comme H est un sous-groupe distingué de G et que G/ H « Sn, A^ = (A^)^" . Considérons donc 
d'abord A^ . Chaque monôme de Ak engendre un sous-i7-module de dimension 1, en conséquence, 

A^ = Vect (^x^Y ■ ■ ■ ^'k'n I ^11^ ■ ■ ■ ^fc n" invariant sous . De plus, 

«1,1 Q^fc.n • ■ . TT 

^11 • • - ^kn invariant sous H 

V(fcl, . . . € H, +"A:,l)+---+fen(ai,n-|-----(-afc,n) — \ 



y{ki, ...,kn) G H, A;i(qi,i -|- . . . -F afc,i) -F ... -F kn{ai^n + • • • + afc,n) = 
<S=^ (ai,i -I- ... -F ak,i, Q!i,n + ■ ■ ■ + afe,n) € H^. 

En conséquence : 
Lemme 6 

a" = Vect . . . / {â^JTTTTTâ^, . . . , + • • • + "fc.n) ^ ■ 

La fin de ce paragraphe est consacrée à la preuve du résultat suivant : 
Lemme 7 Soit H un sous-groupe de (Z/ATZ)". Alors : 

{z/Nzy 

En conséquence, \H\\H-^\ = N"'. 



Homz{H,Z/NZ) « H. 



Preuve. Soit (ei)i<i<„ la Z/A^Z-base canonique de (Z/NZy\ Il existe une seconde base 
{fi)i<i<n de {'Z/N'Z)'^ et des entiers di, . . . ,dn tels que : 

1. di I d2 I • • • I <^n I ; 
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Première étape. Montrons que l'application suivante est surjective : 

r i^omz((Z/iVZ)",Z/iVZ) — > Homz{H,Z/NZ) 

Soit ip G Homi{H,Z/NZ). Posons k-i = ^{difi) pour tout i. Comme l'ordre de difi est N/d-i, k-i 
est d'ordre divisant N/di, donc est dans diZ/NZ : posons donc ki = dili. Alors ■0 est la restriction 
de H du morphisme (f) défini par 4'{fi) = 1%. 



Deuxième étape. Considérons l'application suivante : 
■d : < 



{Z/NZY — > Homz{H,Z/NZ) 

H — > Z/NZ 

{II,..., In) >■ kJi + . . . + knln- 



{kl, . . . , kn) 



Par définition, son noyau est H^. Montrons que ?? est surjective. On considère l'application 
suivante : 

(Z/iVZ)" — > Homz{{Z/NZY,Z/NZ) 

{Z/NZY — ^ Z/NZ 

{II,..., In) > kJi + . . . + knln- 



: < 



{kl, . . . , kn) 



Alors 'â = po 9. D'après la première étape, il suffit de montrer que 6 est surjectif. On remarque 
aisément que (é'(ej))i<j<„ est une Z/iVZ-base de Homz{{Z/NZ)"',Z/NZ), donc 6 est bijectif. 

Z/NZ 

Par suite, ^ Homz{H,Z/NZ). 

H 

Dernière étape. Montrons que Homz{H,Z/NZ) H. Posons = did[, pour tout 1 < i < N . 
Tout d'abord, H = (di/i) ... © {dnfn) ~ Z/d^Z © ... © Z/d^Z. En conséquence : 

Homz{H, Z/NZ) « Homz (Z/^Z, Z/NZ) © ... © Homz «Z, Z/NZ) . 

Il suffit donc de montrer que pour tout k divisant N, Homz{Z/kZ,Z/NZ) est cyclique d'ordre 
k. On considère le morphisme suivant : 

f Z/A;Z — > Z/NZ 

Ce morphisme est bien défini car ^ est d'ordre k dans Z/NZ. De plus, 4> est d'ordre k dans 
Homz{Z/kZ,Z/NZ). De plus, pour tout morphisme V : Z/kZ — > Z/NZ, est d'ordre 

divisant k, donc de la forme : par suite, = l(f>. Donc (f) engendre Homi{Z/kZ,Z/NZ). □ 

3.2 Série formelle de 
Notations. 

1. Soit n G N. Les partitions de n seront notées sous la forme a = (ai, . . . , ai), avec : 

(a) l <ai < . . . <ai; 

(b) ai + . . . + ai = n. 

2. Soit a une partition de n. Alors 9i{a) est le nombre de aj égaux à i, pour tout 1 <i <n. 

Remarque. Notons que l dépend de a. Cependant, pour ne pas alourdir les notations, nous 
continuerons à noter l plutôt que la- 



7 



tout j, ujj soit de cardinal aj. Posons : 

Xki(7) = Y. (^|Af (n,...À-)) ^1' • • • ^k- 

Remarquons que a agit par permutation sur les monômes de A^. En conséquence, Xfc(c) est 
la série formelle des monômes de fixés par a. Pour tout i G {1, . . . , k}, tout j G {1, . . . , /}, 
posons : 

Il s'agit d'un élément de A^ de degré (0, . . . , «j, . . . , 0). L'ensemble des monômes de A^ fixés par 
a est alors : 

= . • • x^t; / VI < f < fc, VI < j < /, ai^j G n} . 

D'après le lemmeOet par invariance de sous l'action de 5„, un tel monôme est dans A^ si, 
et seulement si, 

(«1,1 + . . . + afc,i, ■ ■ ■ , + • • • + oik,i) G iî^. 

^ V ' V ' 

oi ai 

Le sous-espace engendré par les monômes de A^ fixés par a est une sous-algèbre notée {A^Y , 
dont la série formelle est Xki.'^)- 

Définition 8 Soit a une partition de n. On pose : 



1. H- 



{ki,...,ki)e (Z/NZy I {kl, ...,ku...,ki,...,ki)eH' 



ai ai 



2. Ia{k) = < {aij)i<i<k / < Oij < N -1, (ai^i + . . . + ak,i, • • • , «i,/ + • • • + «yt,/) G 



/ ^ ^ — -L, V"l,l -r • • • -r u:fc,i, . . . , «i^i -r . . . -r uLk,ij c -i-i,-*- 
aiai^i+...+aiai i , aia^ i +...+ai«j, i 



o D /I, \ rCtiaii+...+aiaii , 

3. Pa(/ll,...,/lfc) = 2^ "-1 •••"fc 

(oij)e/a(fc) 

En particulier, iî^-'j^ -^^ = H-^. On remarque en outre que /«(l) est en bijection avec ; plus gé- 
néralement, = liî'^lA^^'^"^)' (on choisit arbitrairement ai^i, . . . , afc_i,i, . . . , ai^i, . . . , a^-i,/ 
et (afc,ii ■ ■ ■ , Oik,i) est déterminé par l'appartenance à -ff^ ). 

Alors, en effectuant la division euclidienne des Oij par N : 



i^kT — ^ ^[^l,u;ii ■ ■ ■ '^k,uii]^l^Lu\ 
(ai,j)e/a(fc) 

En prenant la série formelle de cette sous-algèbre de A^ : 

Pa{hl, ...,hk) 



ak,l 
■^k,u)i- 



Xk[cr) 



k l 

î=ii=i 



Tl\ 

Enfin, avec la proposition [21 comme il existe „ , , „ , , — — — — — permutations de 

...n^"(^*)é'i(a)!...6'„(a)! 

type a : 
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k l 

a partition de n ^ ^ î=lj=lJ^ "-j 

On en déduit le corollaire suivant : 

Corollaire 10 La série de Poincaré-Hilbert de vérifie : 
lim (1 

{hi,...,hk) 

Preuve. Alors : 

{i-hir...{i-hkrR'^{h,...,hk) 

_ sr^ Pqjhi, ...,hk) n - /, (-[ - h \'^-^'n'n 

a partition de n «=1^=1^ J'"' 

En conséquence, si a / (1, . . . , 1), alors / 7^ n et le terme de la somme correspondant à a tend 
vers 0. Par suite : 

P (1 1) " 1 

„(i-'=ir-(i-^^)"fl!?('=i.--^') = " nn^v 



n 

1^(1 1)1^^^''^^^" 



On conclut avec le lemmeO □ 



Preuve de la proposition [S]. D'après le corollaire précédent, 

^.^ {i-hir...{i-hkrR'^{hi,...,hk 



(1 - /ii)"iîf (/il) ... (1 - hkYR^{hk) 



1 1 

|G| ••• |G| 



4 Exemples des séries infinies de groupes de Coxeter 

4.1 Groupes symétriques A^-i 

On prend N = 2 et H = {(0, . . . , 0)}. On obtient ainsi G = Sn = An-i. La représentation 
associée n'est pas la représentation standard de An-i, mais la somme directe de la représentation 
standard W et d'une représentation triviale T de dimension 1, engendrée par xi + . . . + Xn- En 
conséquence, pour tout k, A'^ = C[T®^] (g) C[Ty®^]*^. Par suite, le corollaire H] est également vrai 
pour An— 1 agissant sur sa représentation standard. 



Précisons un peu le théorème M On obtient : 
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b) Pour toute partition a, = (Z/2Z)'. 

c) Pour toute partition a, Ig_ = {{aij)i<i<_k / Vz,j, < Qjj < 1}. 

d) Pour toute partition a, 

p„(/ii,...,/ifc) = 2^ 2^ /^i ■■■K = il V + K 



l<î<fcO<«ij<l l<î<fc 



Par exemple : 

1. Pour n = 2 et /c = 2, Q2{hi, /i2) = /ii/i2 + 1- 

2. Pour n = 2 et /c = 3, (53(/ii, /12, /ï-s) = /11/12 + ^1^3 + /i2/i3 + 1- 

3. Pour n = 3 et = 2, (52(^1, = h\hl + /if + /if/i2 + /ii/i^ + /11/12 + 1- 

4.2 Groupes de réflexions signées i?„ 

On prend N = 2 et H = (Z/2Z)". On obtient ainsi G = Bn- La représentation V est la 
représentation standard de Bn- 

Précisons un peu le théorème [9l On obtient : 

a) F^ = {(Ô,...,Ô)}. 

b) Pour toute partition a, = {(0, . . . , 0)}. 

c) Pour toute partition a, 

, ^ / Vi,j, 0<aij <1, \ 

l i<i<; "l'i + • • • + • • • , «1,/ + • • • + «fc,/ tous pairs J 

d) Pour toute partition a, 

. n(i+c)+n(i-c) 
p„(/ii,...,/i,.)=n^^^ — 



2 



Par exemple, pour n = 2 et = 2, Q2{hi,h2) = /if/il + /ii^ii + ^1^2 + 2/if/i2 + /ii/if + /ii^2 + 1- 

4.3 Groupes de Coxeter D„ 

On prend = 2 et = {(ki, . . . ,kn) e (Z/2Z)" / fci + . • • + = Ô}. On obtient ainsi 
G = Dn- La représentation V est la représentation standard de Dn- 

Précisons un peu le théorème [H On obtient : 

a) H^ = {{Ô,...,Ô),(Î,...,T)}. 

b) Pour toute partition a, = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}. 

c) Pour toute partition a, 

T \ ( \ / Vz,i, < < 1, \ 

la = \ [Cti j)l<i<k , . r'- 

l i<j<' ai,i + ... + «A;,!, ... ,ai,i + ... + afc,/ ont même parité J 

d) Pour toute partition a, 

.11(1+ + n (1 - /.ro , n (1 + o - n (i - k^) 

h,,...M) = W- + 11'^^ • 
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On prend n = 2, N quelconque et H = {{ki, /C2) G (Z/A^Z)^ / ki + k2 = 0}. On obtient ainsi 
le groupe diédral G = In, d'ordre 2N. La représentation V est la représentation standard de In. 

Précisons un peu le théorème M On obtient : 

a) H^ = {{T,T)). 

b) H^^^ = Z/NZ et Hf^^^.^ = H^. 

c) On a : 



/(2)(A:) = {0,...,iV-lf , 
^(1,1) (^) = 



d) En conséquence : 

P(2)(/ll,...,/lfc) 



2(Af-l) 



a=0 



f)=0 



V 



où Ç est une racine iV-ième primitive de l'unité. 
Par exemple, pour = 4 et A; = 2 : 

Q2(hxM) = h\h\ + h\h\ + /if /i2 + 2h\hl + /ii/i^ + /ii/i2 + 1. 

4.5 Groupes de réflexions complexes Gide, e, ra) 

Voir par exemple |3] pour une description de ces groupes. On prend ici = de, avec d et 
e G N* et : 

U = {(ki,...,kn)£{Z/NZr /d{ki + ... + kn) = 0[N]} 

= {(kl, (Z/NZr /ki + ... + kn = 0[e]}. 

Par suite, \II\ = N^^^d et donc \II-^\ = e par le lemme[7l Précisons un peu le théorème [H On 
obtient : 

a) F^ = ((d,...,d)). 

b) Pour toute partition a, = {(d, . . . ,d)) Ç {Z/NZ)K 

c) Pour toute partition a, 

Vi,j, < atj < 1, 3A G Z, 



{0ii,j)l<i<k I 



ai,i + . . . + afc,i = ... = ax^i + . . . + a^^i = Xd[N] 



d) Pour toute partition a, 



e-l 



a=0 î=l 



A=Oj=l 

OÙ Ç est une racine e-ième primitive de l'unité. 
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On prend maintenant N = 2,n = 3etH = {(0,0,0), (1, 1, 1)}. On obtient le produit direct 
G = H X S3, isomorphe au groupe diédral /2(6), ou encore au groupe de Weyl G2. Cependant, 
la représentation V n'est pas la représentation standard de G2. On obtient facilement que : 

= {(0,0, U), (Î,T,Ô), (Î,Ô,Î), (ÏÏ,Î,T)}. 



Par suite : 

a) ^(i) = {0} et : 

^(3)(^) 

P{3){hi, ■ ■ ■ ,hk) 

b) Hf,2^=mÔ), (ÔJ)} et: 

P{i,2){hi, ■ ■ ■ ,hk) 



{oii)i<i<k I 



Vz, < Oi < 1, 



«1 + . . . + ajt est pair 

n(i+/.,n+n(i-/.f) 



2 = 1 



( = 1 



/ N / Vi,j, < ai,j < 1, 

i<i<2 «1,1 + ... + «fc.i est pair 



1=1 



1=1 



i=l 



c) iî(-^ , ,) = {(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} et 

k 



-P(i,i,i)(^i) ■■■■.hk) 



/ k k \ 3 

\l{l + hi)+\[{l-hi, 

1=1 i=l 



J 



+3 



Jl{l + hi)+\[{l-hi 



1=1 



v 



n (1 + /li) - n (1 - hi 



i=l 



i=l 



\ 



On vérifie directement que, pour k = 2, (32(^1,^2) est de la forme : 



Q2{hi,h2) 



{hi + l){hi + l) 



Ce n'est pas un polynôme. Donc, dans cet exemple, C[V ® V]'^ n'est pas un module libre sur 
C[Vf^C[Vf. 
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